COURS 5: CONSTRUCTION DE POINTS

1. Stratégie générale.

Soit P := (Py,..., P,): [qo,00) — R™ un n-systeme rigide de maille ¢ > log(2). On cherche
a construire un vecteur unitaire u de R" tel que L, — P soit borné. Pou simplifier, on va
supposer que P admet une suite infinie de points d’échange (¢;);>0. Cela revient a demander
que P,_1 n’est pas borné.

On commence par quelques rappels. D’abord, le graphe conjoint au voisinage d’un inter-
valle [g;, gi+1] entre deux points déchange consécutifs est illustré sur la figure 1 ci-dessous.

Pour chaque i > 0, on pose a? = P(g;). On note k; I'indice k pour lequel Py est de pente
1 a droite de ¢;. Si i > 1, on note ¢; l'indice ¢ pour lequel P, est de pente 1 a gauche de g;.
On pose ¢y = n. Ces points et ces nombres satisfont les propriétés d’un canevas de maille c,
a savoir que, pour tout ¢ > 0, on a

(C1) a® = (a'?,..., a) avec 0 <\ < -+ < 4

(Cg) €i+1 Z ]{?i, a(iﬂ) > CI,ZLI +c et

multiples de c,

liv1 =
@, D, ) = )

A partir de ces données, on retrouve la suite des points d’échange de P puis la fonction P
elle-méme grace aux formules

g=a"+. +a (i >0),

P(¢) = (I)n(agi), . ,agfi), o ,aq(f),a,(j_) +q— qi) (1>0, ¢ <q<qis1)

k3

La stratégie générale pour construire un vecteur unitaire u de R” tel que L, — P soit borné
procede en deux étapes.



1° On construit une suite de bases de Z"
x = (x{",...,x() (i>0)

qui satisfont les conditions suivantes pour tout ¢ > 0:

i+1 /z\l i+1 7 /7 7
(1) Gk ) = (X xY),

i+1 i i 0 i
(2) xgm) € x,(ﬁ_) + <X§), . ,x,(gi), . 7X§i)+1>z’

(3) ol <log||x\"| <@l +1log(2) (1< <n),

(4) 1 Ao A A AP 2 ] 1 pour m = ki et m = ¢,

ou ¢ est un nombre indépendant de 7, avec 0 < 6 < 1.

2° On forme une suite (U;);>_1 de sous-espaces de R" de co-dimension 1 en posant

(xgo), CxY )R

X sit=—1,

Ui =
(xgi), . ,X](;), o ,xﬁ?)R si i > 0Ot,

et pour chaque i > —1, on choisit un vecteur unitaire u; € U;-.

Pour tout 2 > 0, on a

Uifl = < gz)’ ce ,XZ), c 7X7(~f)>R'
Grace au lemme 2.2 puis au corollaire 2.3 du cours 4, on en déduit
dist(u,;_l, ui) = diSt(UZ’_l, UZ)

o~ —
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— —
7

1% A AXD A AP A AT A A

Pour majorer ce rapport, on applique I'inégalité d’Hadamard’s au numérateur et I’hypothese
(4) a chaque facteur du dénominateur. Grace aux estimatimations (3), on en déduit
9—2
diSt(lli_l, lli) S 6) 6) S 9_2
[RSEa (RN (b

Comme ¢;11 — q; > ¢ > log(2) pour tout ¢ > 0, cela implique

exp(—ay” — -+ —a)) = 072 exp(—q,).

J J
dist(u;, u;) < Z dist(w,_1,u,,) < 672 Z exp(—qm) < 2072 exp(—qis1)

m=i+1 m=t+1

pour toute paire d’entiers 7 et j avec —1 < i < j. Enfin, comme P"}(R) est complet sous
la distance projective (corollaire 1.6 du cours 4), on conclut qu’il existe un vecteur unitaire
u de R” tel que

dist(u;, u) < 2072 exp(—q;+1) pour tout i > —1.
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En multipliant chaque u; par +1 pour un choix de signe approprié, on peut supposer que
u; - u > 0 pour tout 72 > —1. Alors le lemme 1.5 du cours 4 livre

lu; —ull <407 exp(—gir1) (i > —1).

Fixons maintenant un indice ¢ > 0. Pour chaque 7 =1,...,n avec j # k;, on a Xy) e U,

donc xy) -u; = 0 et par suite

) =[x (- )] < ) xP ([ - || <80 2exp(al”’ — 1)

en utilisant I’hypotheése (3) pour majorer la norme de X . On obtient ainsi

log [x\7 - u| < o1 +al —gia (G # ki),
avec ¢; = log(8672). De méme, on trouve
log|x|.) - u| < 1 +af) — g,

car xk € U;_;. Cela permet de majorer les trajectoires des éléments de la base x¥ sur
I'intervalle [g;, g;+1]. Pour tout q € [g;, gi+1] et tout j =1,...,n, on en déduit en effet

(i) .

i i +a; si ) #k;

1.1 LxY ) = max { log [|[x'"]], ¢+ log [x" - u Ty ’
1) 26 0) = mac{log 7l g e w} <90 T T

car log ||x§i) | < log(2) + agi) <+ agi). Fixons ¢ € [g, gip1]. Comme x\”, ... x{" sont

linéairement indépendants, on a aussi
(Lup(@), > Lun(@) < Pu(L(x1",q), ., L(xY, ))
pour 'ordre composantes a composantes défini par

(tr,ootn) < (.., t,) <= t; <t pourj=1,...,n

r'n

Comme ®,, préserve cet ordre (t <t' = &,(t) < D,(t')), les inégalités (1.1) livrent

D, (L(xgl), q), - ,L(XS), q)) <(c1y...,c1)+ @n(agi), a,(j), .. aﬁ”, a,(;) +q— qi)
= (Cla s 701) +P(Q)
Cela signifie que

(Lu,l(Q)a v 7Lu,n(Q)) S (Cl + Pl(Q)? s, 01 Pn(Q))
L

Enfin, comme les différences ¢; + P;(q) — Ly j(q) sont > 0, elles sont majorées par leur somme

n

>~ (e + Bila) = L0 ) = nev +q = > Lix))

j=1
Par ailleurs, le théoreme de Minkowski donne 2?21 Ly j(q) > q — ¢ pour une constante
co = cp(n) > 0 (voir cours 2, §2). On en déduit que

ILu(q) = P(q)llc < new+co

pour tout ¢ € [g;, gi+1] et tout ¢ > 0, donc pour tout ¢ > go. Cela montre que L, — P est
borné.



Cet argument montre aussi que, pour tout i > 0 et tout ¢ € [¢;, ¢i+1], les vecteurs de la base
x(® réalisent les minima de Cy(q) & des facteurs prés bornés inférieurement et supérieurement
par des constantes indépendantes de

2. Construction des bases.

Il reste & construire les bases x(? de Z" requises a la premicre étape de la stratégie
développée précédemment. La condition (4) est la plus délicate a remplir. Les autres condi-
tions ne posent pas vraiment de difficultés. Dans [Ro2015, Theorem 5.5], on montre qu’il est
possible de le faire en général avec § = e~ si la maille ¢ de P est au moins 4+ (n + 3) log(2).
On propose ici une approche plus simple basée sur [CR2023|. Elle impose des conditions
plus fortes sur le n-systeme P mais elle a aussi d’autres applications, et elle évite la partie
technique de [R02015, §5].
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